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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ (СПЕЦИАЛЬНОСТЬ 01.00.00)  

 

МАТЕМАТИКА (СПЕЦИАЛЬНОСТЬ 01.01.00)  

 

СЕКЦИЯ №1. 

ВЕЩЕСТВЕННЫЙ, КОМПЛЕКСНЫЙ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 

(СПЕЦИАЛЬНОСТЬ 01.01.01)  

 

ОБ ИЗОМЕТРИЧНОМ ВЛОЖЕНИИ НОРМИРОВАННОГО КОНУСА В ПРОСТРАНСТВО 

НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 

Стонякин Ф. С.  

 

ФГАОУ ВО «Крымский федеральный университет имени В.И. Вернадского», г. Симферополь 

* Исследования выполнены при финансовой поддержке гранта Президента Российской Федерации для 

государственной поддержки молодых российских учёных-кандидатов наук, код МК-176.2017.1 

 

Во многих задачах (см., например [1] – [4]) возникают структуры, которые похожи на линейные 

пространства, однако умножение на скаляр 𝜆 вводится только для неотрицательных 𝜆 ≥ 0. Абстрактными 

выпуклыми конусами или выпуклыми конусами принято называть набор элементов 𝑋 с заданными 

операциями сложения, а также умножения на неотрицательный скаляр, причём 𝑋 – коммутативная 

полугруппа по сложению и для произвольных чисел 𝜆, 𝜇 ≥ 0, а также элементов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 верны 

соотношения: 

1 ∙ 𝑥 = 𝑥; (𝜆𝜇)𝑥 = 𝜆(𝜇𝑥); 0 ∙ 𝑥 = 0;  𝜆(𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦; (𝜆 + 𝜇)𝑥 = 𝜆𝑥 + 𝜇𝑥. 

Попутно, как правило, также требуется выполнение так называемого закона сокращения 

«cancellation law»:  

                                                          𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑧 ⟺ 𝑥 = 𝑧  ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋.                  (1) 

Выпуклыми конусами с законом сокращения, в частности, будут: наборы векторов с 

неотрицательными координатами, набор неотрицательных функций, набор неубывающих функций с 

естественными операциями сложения и умножения на скаляр, а также набор выпуклых компактных 

подмножеств банахова пространства со сложением по Минковскому (и стандартным умножением на 

скаляр). В некоторых выпуклых конусах 𝑋 возможно ввести норму ‖∙‖: 𝑋 → ℝ 

‖𝑥‖ ≥ 0, ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 0; ‖𝜆𝑥‖ = 𝜆‖𝑥‖; ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖                      (2) 

для всяких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 и произвольного 𝜆 ≥ 0. 

Выпуклые конусы с нормой, удовлетворяющей (2), мы будем называть нормированными конусами. 

В качестве примеров нормированных конусов можно также привести так называемые пространства с 

несимметричной нормой || ∙ |, для которой вместо обычной однородности требуется лишь ‖𝜆𝑥| = 𝜆‖𝑥| при 

𝜆 ≥ 0. При этом, вообще говоря, ‖−𝑥| ≠ ‖𝑥|. Пространства с несимметричной нормой были введены М. Г. 

Кейном в связи с известной проблемой моментов (см., например [5]) и активно исследовались, в частности 

Е. П. Долженко, А. Р. Алимовым, П. А. Бородиным и другими математиками (см., например, [6, 7, 8]). 

Важный и естественный пример несимметричной нормы – функционал Минковского выпуклого 

несимметричного множества, содержащего 0. 

В работах А. Р. Алимова [6] и  П. А. Бородина [7] были получены аналоги теоремы Банаха-Мазура в 

сепарабельных пространствах с несимметричной нормой. Данная заметка посвящена аналогичному 

результату о сублинейном изометричном вложении в пространство С[0; 1] непрерывных функций всякого 

конусов в пространстве с несиметричной нормой (теорема 3).  

Сначала напомним базисные результаты: полученный нами недавно в [9] аналог теоремы Хана-

Банаха о продолжении линейного функционала в выпуклых конусах (теорема 1), а также аналог  леммы об 

опорном функционале в нормированных конусах (следствие 1). В [9] мы ввели следующий аналог понятия 

подпространства в классе выпуклых конусов. 
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Определение  1. Будем говорить, что 𝑌 – подконус 𝑋, если 𝑌 ⊂ 𝑋, 𝑌 является выпуклым конусом, а 

также для произвольных 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑌 ⊂ 𝑋 условие 𝑧 = 𝑥 + 𝑦 означает, что 𝑥 ∈ 𝑌. 

Например, для каждого фиксированного набора элементов 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 из Х подконусом будет 

множество 

𝑌 = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑥 + ∑ 𝜇𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

= ∑ 𝜆𝑘𝑥𝑘

𝑛

𝑘=1

 для всех 𝜆𝑘𝜇𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅}. 

Приведём теперь полученный нами недавно аналог теоремы Хана-Банаха о продолжении линейного 

функционала c подконуса 𝑌 ⊂ 𝑋 на весь конус 𝑋 в классе выпуклых конусов 𝑋 с законом сокращения 

𝑋 ∈ (𝐶𝐿). 

 Теорема 1. Пусть 𝑋 – выпуклый конус с законом сокращения. Пусть 𝑝: 𝑋 → ℝ – выпуклый 

функционал на 𝑋, пусть 𝑌 – подконус 𝑋 и существует линейный функционал ℓ: 𝑌 → ℝ с оценкой ℓ(𝑦) ≤ 𝑝(𝑦) 

для любого 𝑦 ∈ 𝑌. 

Тогда существует такой линейный функционал 𝐿: 𝑋 → ℝ, что  

 𝐿(𝑥) ≤ 𝑝(𝑥) для любого 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝐿(𝑦) = ℓ(𝑦) для любого 𝑦 ∈ 𝑌. 

Перейдем к аналогу хорошо известной леммы об опорном функционале в нормированных конусах. 

Оказывается, что в абстрактных выпуклых конусах роль непрерывных (ограниченных) линейных 

функционалов могут играть полуограниченные (ограниченные сверху) линейные функционалы. Отметим, 

что такой функционал, вообще говоря, не ограничен снизу (см., например, [7]). 

Определение 2. Будем говорить, что линейный функционал ℓ полуограничен на 𝑋, если для 

некоторого 𝐶 > 0 при любом 𝑥 ∈ 𝑋 верно неравенство ℓ(𝑥) ≤ 𝐶‖𝑥‖. 

Ясно, что множество 𝑋∗ всех полуограниченных линейных функционалов на 𝑋 будет выпуклым 

конусом, если стандартно ввести операцию сложения и умножения на неотрицательный скаляр для таких 

функционалов. Обозначим через 𝑋∗ набор всех полуограниченных линейных функционалов ℓ: 𝑋 → ℝ таких, 

что ℓ(𝑥0) ≥ 0 для некоторого 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝑥0 ≠ 0.  

Определение 3. 𝑋∗ назовем сопряженным конусом к 𝑋. 

Из теоремы 1 непосредственно следует аналог известной леммы об опорном функционале в классе 

выпуклых нормированных конусов. 

Следствие 1. Пусть 𝑋 – нормированный конус с законом сокращения. Тогда для каждого 

фиксированного 𝑥0 ∈ 𝑋 ∖ {0} существует такое ℓ ∈ 𝑋∗ ∖ {0}, что ℓ(𝑥) ≤ ‖𝑥‖ для всех 𝑥 ∈ 𝑋 и ℓ(𝑥0) = ‖𝑥0‖. 

Замечание 1. Аналогичный результат известен в специальных классах нормированных конусов 𝑋 

для неотрицательных линейных функционалов 𝑓: 𝑋 → ℝ+ (см. [4], теорема 2.14). Однако при этом, вообще 

говоря, равенство 𝑓(𝑥0) = ‖𝑥0‖ невозможно (см. замечание после теоремы 2.14 в [4]).  

Теперь рассмотрим класса выпуклых конусов X в пространстве Е с несимметричной нормой || ∙ |. Из 

теоремы 1 и следствия 1 вытекает следующая 

Теорема 2. Всякий выпуклый конус 𝑋 в пространстве Е с несимметричной нормой || ∙ | отделим, 

т.е. для любых различных элементов 𝑥1, 𝑥2 из 𝑋 существует такой линейный функционал ℓ: 𝑋 → ℝ, что 

ℓ(𝑥) ≤ ||𝑥| для всех 𝑥 ∈ 𝑋 и ℓ(𝑥1) ≠ ℓ(𝑥2), причем ℓ(𝑥1) > 0 или ℓ(𝑥2) > 0. 

Следствие 2. Во всяком отделимом нормированном конусе существует однородная метрика 

𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ   

𝑑(𝑥, 𝑦) ≔ sup‖ℓ‖∗=1|max{0, ℓ(𝑥)} − max{0, ℓ(𝑦)}|, 

для которой 𝑑(0, 𝑥) = ||𝑥|  при всяком х. 

Весьма хорошо известна теорема Банаха-Мазура, которая утверждает, что всякое сепарабельное 

банахово пространство изометрически изоморфно некоторому подпространству пространства 𝐶[0; 1] 

непрерывных функций 𝜑: [0; 1] → ℝ. Из теорем 1, 2, а также следствий 1 и 2 выводится сублинейный аналог 

теоремы Банаха-Мазура в рассматриваемых классах нормированных конусов. На базе метрики 𝑑 из 

следствия 2 введём свойство сепарабельности выпуклого конуса 𝑋 в пространстве Е с несимметричной 

нормой. 

Определение 4. Будем называть конус Х d-сепарабельным, если существует такая 

последовательность {𝑎𝑚}𝑚=1
∞ ⊂ 𝑋, что lim𝑘→∞ 𝑑(𝑥, 𝑎𝑚𝑘

) = 0 при всяком 𝑥 ∈ 𝑋 для некоторой 

последовательности {𝑎𝑚𝑘
}

𝑘=1

∞
⊂ {𝑎𝑚}𝑚=1

∞  из 𝑋. 

В частности, d-сепарабельным будет всякий конус в пространстве с несимметричной нормой E, 

которое сепарабельно относительно согласованной с ||𝑥| обычной нормы ‖𝑥‖ = max {||𝑥|, || − 𝑥|}. 
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Сформулируем итоговый результат работы – аналог теоремы Банаха-Мазура для d-сепарабельных  конусов 

в пространстве Е с несимметричной нормой. 

Теорема 3.  Пусть 𝑋 – 𝑑-сепарабельный конус в пространстве Е с несимметричной нормой. Тогда 𝑋 

(относительно естественного порядка) сублинейно инъективно изометрично вложен в пространство 

непрерывных функций 𝐶[0; 1]. 

Замечание 2. Отметим, что в силу неотрицательности функционалов 𝑝ℓ(𝑥) = max{0, ℓ(𝑥)} образ 𝑋 

при вложении из теоремы 3 есть некоторый набор (конус) неотрицательных функций в 𝐶[0; 1]. 

Замечание 3. Отметим, что в общем случае линейность и изометричность вложения 

нормированного конуса 𝑋 в нормированное пространство просто не совместны. В частности, для 

пространства 𝑋 =  𝐸 с несимметричной нормой || ∙ |, вообще говоря, || − 𝑥| ≠ ||𝑥|. Пусть (𝐹, ‖∙‖) – обычное 

нормированное пространство. Для всякого линейного вложения 𝜑: 𝐸 → 𝐹: 

0 = 𝜑(0) = 𝜑(𝑥 − 𝑥) = 𝜑(𝑥) + 𝜑(−𝑥),  

т.е. 𝜑(−𝑥) = − 𝜑(𝑥)и ‖𝜑(𝑥)‖𝐹 = ‖𝜑(−𝑥)‖𝐹 , что противоречит изометричности вложения (||𝑥|𝐸 = ‖𝜑(𝑥)‖𝐹 

для всякого 𝑥 ∈ 𝐸). 
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БИЕКТИВНЫЕ РАСШИРЕНИЯ ЭНОДОМОРФИЗМОВ И СУЩЕСТВЕННЫЕ  

ПРАВЫЕ ИДЕАЛЫ 

Мушруб В. А., Выборнова И.И., Иванкова Г.В., Мочалина Е.П. 

Российский экономический университет  им. Г.В. Плеханова, г. Москва 

 

АННОТАЦИЯ 

В статье символом R обозначено ассоциативное кольцом с единицей, (не обязательно 

коммутативное), f :R  R – эндоморфизм этого кольца с нулевым ядром A(R, f). – расширение Кона-

Джордана кольца R с помощью эндоморфизма f. Обозначим через Lat(R, f) решетку всех f-замкнутых правых 

идеалов кольца R. Обозначение u-dim S будет означать правую размерность Голди (однородную 

размерность) кольца S. 

Одна из целей настоящей работы – доказательство неравенства для размерностей Голди 

u-dim A(R, f )   u-dim R (см. Теорему 1). В теореме 2 даны необходимые и достаточные условия 

достаточное условие правильного идеала идеала A(R, f). Чтобы доказать эту теорему в общем случае, это 

еще одна цель этой работы.  

Пусть R – полупервичное кольцо Голди справа (см. [1], [2], [3]). Еще одним результатом этой 

работы является теорема 3, которая дает эквивалентную характеристику существенных правых идеалов 

A(R, f) через LatA(R, f). 

Ключевые слова: ассоциативные кольца; кольца Голди справа; однородная размерность. 

All rings are unital associative in what follows. Throughout this paper R will stand for a ring and f will 

stand for an injective endomorphism of R.  

 

BIJECTIVE EXTENSIONS OF ENDOMORPHISMS AND ESSENTIAL RIGHT IDEALS 

Mushrub V. A., Vybornova I.I., Ivankova G. V., Mochalina E. P. 

Russian Plekhanov University of Economics, Moscow , Russian Federation 

Abstract 

Throughout this paper  R be an unital associative ring, not necessarily commutative, f :R  R be a ring 

endomorphism with zero kernel Ker f = 0 and A(R, f ) be a Cohn-Jordan extension of R by means of f. Denote by the 

lattice Lat(R, f ) of all f-closed right ideals of R. The notation u-dim S will stand for a right uniform dimension of an 

associative ring S. 

One aim of this paper is to prove that u-dim  A(R, f )   u-dim R (see Theorem 1).  In Theorem 2, we give a 

sufficient condition for a right ideal of A(R, f ) to be essential. To give a proof of this theorem in the general case is 

another goal of this work. Let R be a semiprime right Goldie ring (see [1], [2], [3]). Another important result of this 

paper is Theorem 3, which gives an equivalent characterization of essential right ideals of A(R, f ) in terms of 

Lat(R, f ). 

Keywords: associative rings; right Goldie rings; uniform dimension. 
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Definition 1. Let A be a ring and f
~

 be an automorphism of A. The pair (A, f
~

) is called a Cohn-Jordan extension 

of the pair (R, f ) if the following three condition hold 

1) R is a subring of A; 

2) f
~

(r) ═ f (r) for all Rr , i.e. f
~

 is an extension of f; 

3) A ═  






1

~

n

n Rf . 

The ring A is called a Cohn-Jordan extension of  R и is denoted by A(R, f ). The ring A has the following universal 

property. Let BR:  be ring injection and β be an automorphism of B, such that ι◦f ═ β◦ι. Then the mapping 

BR:  can be extended to an injection ῖ : A→B such that ῖ ◦ f
~

═ β◦ ῖ . 

Cohn-Jordan extensions are studied and used for various purposes. For example, using this extensions the uniform 

dimension of skew polynomials rings is studied in [2], [5], and [9]. by means of the Kohn-Jordan expansion In [1] 

this extension is applied to study skew semigroup rings over quasi-Baer rings. In [7] a ring R is extended by a 

commutative monoid of endomorphisms, and in [3] the most general construction of the Cohn-Jordan extension for 

semigroups of endomorphisms is studied. 

The ring A(R, f) can be constructed either by using the direct limit of the rings or as a subring of the left classical 

quotient ring 𝑄 = 𝑋−1𝑅[𝑥, 𝑓] of the skew polynomial ring (with multiplication defined by 𝑥𝑟 = 𝑓(𝑟) (∀𝑟 ∈ 𝑅))  

where 𝑋 = { 𝑥𝑛: 𝑛 ≥ 0}. 

Let us consider sequences of elements of the ring R, starting with a term nr  with the number 0n . If we use the 

first approach then elements of the ring A(R, f ) are equivalence classes of infinite sequences of elements of the ring 

R of the form ):( njRrj   such that j j +  rrf )( 1  for all nj  , with componentwise addition and 

multiplication. For example, addition is as follows: ):( njrj  + ):( mjs j  =

)),max(:( mnjsr jj  . 

Such sequences is called f-sequences or threads (see [4]). More precisely, the elements of the ring A (R, f) are 

equivalence classes of such sequences. Sequences ):( njr j   and ):( mjs j   are equivalent if and only if 

jj sr  for all ),max( mnj  . One can do without equivalence classes. In each equivalence class we can 

choose the sequence with the smallest initial index n. Then the elements of A(R, f )  are all f-sequences 

):( njr j   for which there is no in R the invers image )(
~ 1

nrf   of the initial element of this sequence. 

Identifying 𝑟 ∈ 𝑅 with the equivalence class of the f-sequences )0:)((  jrfr j
j  one can consider R as a 

subring the ring A(R, f ). 

Each element a ∈ A(R, f ) is an equivalence class containing an f-sequence ):)(
~

( njafr j
j   where n is a 

non-negative integer such that Raf n )(
~

.  

The automorphism f
~

 acts componentwise on f-sequences, thereby continuing mapping f onto A(R, f ): 

:
~
f  ):)(():( njRrfnjRr jj    

It follows from the above argument that inverse automorphism 
1~f  maps the equivalence class of  

):)((~):( 1 njrfnjr jj    to the equivalence class of ):( 1 njr j  . 

Throughout the sequel A = A(R, f ). 

Definition 2. To say that N is an f-ideal of R is to say that N is ideal and  𝑓−1(𝑁) = 𝑁 . 

Definition 3. Let M  be a right ideal of R. We say that M is a right f-ideal (see. [6], [8], [10]), if either of the two 

equivalent conditions (1), (2) holds: 
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1) 𝑀 = ⋃ 𝑓−𝑛∞

𝑛=1
(𝑓𝑛(𝑀)𝑅); 

2) 𝑀 = 𝑀𝐴 ∩ 𝑅. 

 

Lemma 1. A right ideal L of A is essential in A if and only if for each nonzero element 𝑟 ∈ 𝑅 и for every nonnegative 

integer n, there is a nonnegative integer m such that 0)(
~

)(  LfRrf mnm  . 

For a proof we refer to [4, Proposition 2]. 

 

Definition 4. Let nI  be right ideals of the ring R, 𝑛 = 0, 1, 2, … We say that )0:( nIn  is an f- sequence, if

nn IIf 
 )( 1
1

 for each number 𝑛 ≥  0. 

It is easy to see that for every f-sequence )0:( nIn of right ideals of R the set 







0

)(
~

)0:(
n

n
n

n IfnI is a right ideal of the ring A. 

If I is a right ideal of the ring A, then we set I
(n)

 ═ RIf n )(
~

 were 𝑛 =  0,  1,  2, … . Observe that 

)0:( )( nI n
═ )0:)(

~
( nRIf n   is  an f-sequence of right f-closed ideals of R. We denote this 

sequence by 𝜍 (𝐼). It is obvious that 𝜌 (𝜍 (𝐼)) =  𝐼. 

 

Lemma 2. If I is a nonzero right ideal of  A then there exists an index n0 such that I 
(n)

 ≠ 0 for each index n ≥ n0. 

Proof. Let 0 ≠  𝑎 ∊  𝐼. By the definition of the Cohn-Jordan extension, a can be  presented as 𝑎 = 𝑓 
̃− 𝑛0(𝑟) where 

n0 is a non-negative integer and 0 ≠  𝑟 ∈ 𝑅. It remains to note that 𝑓 
̃ 𝑛0+𝑘

(𝑎) = 𝑓𝑘(𝑟) ∊ 𝐼(𝑛0+𝑘) for all numbers 

𝑘 ≥  0. 

We denote by u-dim(RR) the right uniform (Goldie) dimension of the ring R, that is, the uniform dimension of the 

ring R as a right module over itself (see [11], 4.28, P. 50). 

Theorem 1. (a). Suppose that there exists a positive integer d such that any direct sum of nonzero f-closed right 

ideals of R contains at most d summands. Then u-dim(AA) ≤  d. 

(b). u-dim(AA) ≤ u-dim(RR). 

Proof. (a). Suppose that u-dim(AA) > d. Then there exists a direct sum of nonzero right ideals of A containing d + 1 

summands. Pick a nonzero elements 𝑎𝑘 ,   (𝑘 = 1,  2,  … ,  𝑑 + 1), in each of these summands. Then we obtain a 

direct sum Aak

d

k

1

1




  of nonzero principal right ideals of A. Observe that  𝑎𝑘 ∊ 𝑓 

̃− 𝑛𝑘(𝑅) for some available non-

negative integers 𝑛𝑘. 

Let n ═ max{𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑑+1}. Then 𝑟𝑘 = 𝑓 
̃𝑛

(𝑎𝑘) ∊ 𝑅,  (𝑘 = 1,  2,  … ,  𝑑 + 1) and 















AafAr k

d

k

n
k

d

k

1

1

1

1

~
 

is a direct sum of right ideals of A. Since 𝑟𝑘 ∊ 𝑟𝑘𝐴 ∩ 𝑅 and 𝑟𝑘𝐴 ∩ 𝑅 is an f-closed ideal of R, we have that 𝑟𝑘𝐴 ∩

𝑅 ≠ 0. Thus, RArk

d

k


1

1




 is a direct sum of nonzero f-closed right ideals of R containing d + 1 summands, 

which contradicts the assumption of the theorem. (b). If the uniform dimension of the ring R is infinite then 

inequality (b) is obvious. If the uniform dimension of R is finite and equals d then from part a) of the theorem it 

follows that u-dim(AA) ≤ d. 

In the paper [4] the authors introduced the lattice Lat(R, f) of all right f-closed ideals of R. In this lattice, the 

operation of intersection is usual. The lattice Lat(R, f) is supplied by the operation 𝐵 ∨ 𝐶 = ⋃ 𝑓−𝑛
𝑛≥0 (𝑓𝑛(𝐵)𝑅 +

𝑓𝑛(𝐶)𝑅) instead of addition. An f-closed right ideal B of R is called an essential element of Lat(R, f) if 𝐵 ∩ 𝐶 ≠  0 

for every nonzero С ∊ Lat(R, f ). 
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Now we will prove two simple theorems, which give us to take a new mode of thought on the description of 

essential right ideals of the Cohn-Jordan expansion.  

Theorem 2. Let L be a right ideal of A. Suppose that for each positive integer m there is an integer k ≥  m such that 

the right ideal L 
(k)

 is an essential element of Lat(R, f ).  Then L is an essential right ideal A. 

Proof. Let M be a nonzero right ideal of A. Then 
)(nM  ≠ 0  for all n ≥ n0 by Lemma 2. By the hypothesis of the 

theorem, there exists a number k ≥ n0 such that L 
(k)

 is an essential element of Lat(R, f ). It follows that L
(k)

 ∩ M
 (k)

 ≠

 0 and therefore 0 ≠   𝑓 
̃–𝑘

(𝐿(𝑘) ∩  𝑀 (𝑘)) ⊂  𝐿 ∩  𝑀 . 

Theorem 3. Let R be a semiprime right Goldie ring (see [11, P. 98]) and L an essential right ideal of A. Then the 

following conditions (1), (2), (3) and (4) are equivalent: 

(1) L is an essential right ideal of A; 

(2) given any positive integer m there exists a number k ≥ m such that the right ideal L 
(k)

 is essential in the lattice 

Lat(R, f ); 

(3) for every positive integer m, there exists a number k ≥ m  such that  L 
(k)

 is an essential right ideal of R; 

(4) for each nonzero element 𝑟 ∈ 𝑅  and for each integer n ≥ 0 there exists an integer m ≥  0 such that

0)(
~

)(  LfRrf mnm  . 

Proof. “(1)⟹(3)”.  

Theorem 3.4 of [2] shows that in the case of a semiprime right Goldie ring R the right uniform dimensions of the 

rings R and A coincide: u-dim(RR) ═ u-dim(AA). Let u-dim(AA) ═ d. Since u-dim(LA) ═ u-dim(AA), то в LA contains 

the direct sum Aak

d

k 1
  of d nonzero principal right ideals of A. 

Suppose that condition (2) is not satisfied. In other words, suppose that there exists a positive integer m such that 

L 
(n)

 is not essential in R for each number n ≥ m. Arguing as in the proof of Theorem 1, we can find a nonnegative 

integer n such that 𝑟𝑘 = 𝑓 
̃𝑛

(𝑎𝑘) ∊ 𝑅,  (𝑘 = 1,  2,  … ,  𝑑). Clearly, we can choose n ≥ m. Observe that 

)(

1

n
k

d

k
LRr 


and 𝑟𝑘𝑅 ≠ 0. Since L 

(n)  
is not essential element of Lat(R, f ), we have that L 

(n) 
∩

 
I ═ 0 for some 

nonzero right ideal I of R.  It follows that IRrk

d

k












1

is a direct sum of d + 1 nonzero right ideals of R. This 

contradicts the equality u-dim(RR) ═ d. 

“(3)⟹(2)”. Condition (2) is weaker than (3). 

“(2)⟹(1)”. This implication is proved in Theorem 2 

“(1)⇔(4)”. This equivalence is proved in Lemma 1. 

In view of Theorem 3, we can put the following open question.  

Suppose that u-dim(RR) is finite or u-dim(AA) is finite, but the ring R is not semiprime or does not satisfy the 

ascending chain condition on right annihilators. Is it true that the conditions (1) and (2) proposed in Theorem 3 are 

still equivalent in this case. 
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ РАСШИРЕНИЙ ОРЕ 

Мушруб В. А., Выборнова И.И., Иванкова Г.В., Мочалина Е.П. 

Российский экономический университет им. Г.В. Плеханова, г. Москва 

 

АННОТАЦИЯ 

В данной статье символом R обозначено ассоциативное кольцо и F – инъективный эндоморфизм 

этого кольца. В статье изучены некоторые свойства расширения Оре R[x, F], в котором операция умножения 

определена соотношением 𝑥𝑟 = 𝐹(𝑟)𝑥 для всех 𝑟 ∈ 𝑅. Эндоморфизм F естественным образом продолжается 

на кольцо R[x, F], если положить 𝐹(𝑥) = 𝑥. Введем обозначение 𝑆 = 𝑅[𝑥, 𝐹]. Основными результатами 

являются теоремы 1 и 2. Теорема 1 показывает, что расширенный центроид кольца S изоморфен 

расширенному центроиду кольца 𝐴〈𝑥, 𝑓〉. В теорема 2 найдены условия, достаточные для того, чтобы 

расширение Оре S было первичным кольцом. 

Ключевые слова: расширения Оре, кольца частных, обобщенный центроид. 
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ON SOME PROPERTIES OF ORE EXTENSIONS 

Mushrub V. A., Vybornova I.I., Ivankova G. V., Mochalina E. P. 

Abstract 

In this paper the symbol R denotes an associative ring and F is an injective endomorphism of this ring. We 

study some properties of the Ore extension R[x, F], with multiplication defined 𝑥𝑟 = 𝐹(𝑟)𝑥 for all 𝑟 ∈ 𝑅. The 

endomorphism F extends in a natural way to the ring R[x, F], if we set 𝐹(𝑥) = 𝑥. Let S = R[x, F]. The main results 

of the present work are Theorems 1 and 2. Theorem 1 shows that the extended centroid of the ring S is isomorphic to 

the extended centroid of the ring 𝐴〈𝑥, 𝑓〉. Theorem 2 gives sufficient conditions for the Ore extension S to be a prime 

ring. 

Напомним, что существует наименьшее кольцо A, содержащее кольцо R и обладающее 

автоморфизмом 𝑓: 𝐴 → 𝐴  продолжающим эндоморфизм F. Расширения Оре являются классическим 

объектом исследования R[x, F] в современной алгебре и имеют различные приложения в других областях 

современной математики (см. [3], [4], [5]) 

Определение (см. [2], [7], [9]). Путь A –  кольцо и f – автоморфизм кольца A. Пара (A, f) называется 

расширением Кона-Джордана пары (R, f), если  

1) кольцо R является подкольцом кольца A; 

2) ограничение 𝑓|𝑅 автоморфизма f на кольцо R совпадает с эндоморфизмом F; 

3) 𝐴 = ⋃ 𝑓−𝑛(𝑅)∞
𝑛=0 . 

Решетка идеалов кольца A изучена в работе [18].  

Всюду далее A и f – кольцо и автоморфизм, образующие расширение Кона-Джордана пары (R, f). Как 

известно (см. [8], [17]), кольцо A является единственным с точностью до изоморфизма. 

Напомним, что идеал I кольца R  называется F-инвариантным, если 𝐹(𝐼) ⊆ 𝐼 (см. [11], [12], [13]). Идеал I 

кольца R  называется F-идеалом, если 𝐹−1 (𝐼) = 𝐼 (см. [6], [7]). Обозначим через Φ(𝐴) и Γ(𝑅) множества 

всех ненулевых f-идеалов кольца A и всех F-инвариантных идеалов кольца R, соответственно. 

 

Лемма 1. Если I является F-инвариантным идеалом кольца R, то ⋃ 𝑓−𝑛(𝐼)∞
𝑛=0  является f-идеалом кольца A: 

𝐼 ∈ Γ(𝑅) ⇒ ⋃ 𝑓−𝑛(𝐼)
∞

𝑛=0
∈ Γ(𝐴). 

Доказательство этой леммы может быть найдено в работах [7], [10]. 

Лемма 2. Пусть I – любой F-инвариантный идеал кольца R и 𝐾 = ⋃ 𝑓−𝑛(𝐼)∞
𝑛=0 . Тогда для любых элементов 

𝑏 ∈ 𝐾 и 𝑎 ∈ 𝐴 существует целое неотрицательное число n и элементы 𝑠 ∈ 𝐼,  𝑟 ∈ 𝑅 такие, что  𝑎 = 𝑓−𝑛(𝑟) и 

𝑏 = 𝑓−𝑛(𝑠).  

Доказательство.  Утверждение леммы легко следует из определения 1. 

Кольцо называется I-первичным, если произведение любых его двух ненулевых f-идеалов не равно нулю 

(подробнее см. [19]). 

Лемма 3. Следующие условия 1)-4) равносильны: 

(1) кольцо A является f-первичным; 

(2) кольцо R является F-первичным; 

(3) кольцо 𝐴[𝑥, 𝑓] является f-первичным 

(4) кольцо S является F-первичным; 

(5) для любых двух F-инвариантных идеалов I и J кольца R  из неравенства 𝐼𝐽 = 0 следует, что 𝐼 = 0 или 

𝐽 = 0. 

Доказательство. “(1)⇒(5)”. Пусть I и K – ненулевые F-инвариантные идеалы кольца R. Тогда ℐ =

⋃ 𝑓−𝑛(𝐼)∞
𝑛=0  и 𝒦 = ⋃ 𝑓−𝑛(𝐾)∞

𝑛=0  будут ненулевыми f-идеалами кольца A. Так как кольцо A является f-

первичным, то ℐ ⋅  𝒦 ≠ 0 и поэтому 𝑓−𝑛(𝐼)𝑓−𝑚(𝐾) ≠ 0 для некоторых индексов 𝑛, 𝑚 ≥ 0. Пусть, для 

определенности, 𝑛 ≥ 𝑚. Тогда, применяя автоморфизм 𝑓𝑛 к последнему равенству получаем 𝐼 ⋅ 𝑓𝑛−𝑚(𝐾) ≠

0. Но 𝑓𝑛−𝑚(𝐾) ⊆ 𝐾,так как K является F-инвариантным идеалом. Отсюда, 𝐼 ⋅ 𝐾 ≠ 0.  

Итак, мы доказали, что 𝐼 ⋅ 𝐾 ≠ 0 для любых двух ненулевых F-идеалы кольца R. Поэтому кольцо R будет F-

первичным. 

“(5)⇒(2)”. Условие (2) является более слабым, чем условие (5). 

“(2)⇒(1)”. Пусть ℐ и 𝒦 – ненулевые f-идеалы кольца A. Тогда ℐ⋂𝑅 и 𝐾 = 𝒦⋂𝑅 будут ненулевыми F-

идеалами кольца R. Так как кольцо R является F-первичным, то 0 ≠ 𝐼𝐾 ⊆ ℐ ⋅  𝒦. 
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Утверждения “(3)⇒(4)” и “(4)⇒(3) доказываются аналогично. 

(1)⇒(3). Пусть I и K – ненулевые f-идеалы кольца 𝐴[𝑥, 𝑓]. Пусть n –  показатель степени, такой, что оба этих 

идеала содержат многочлена степени n.  Обозначим через 𝐼0 и 𝐾0 множества старших коэффициентов этих 

идеалов при 𝑥𝑛. Заметим, что 𝐼0 и 𝐾0 являются, очевидно, ненулевыми левыми f-идеалами кольца A. 

Поэтому 𝐼0𝑥𝑛𝐾0𝑥𝑛 = 𝐼0𝑓𝑛(𝐾0)𝑥2𝑛 = 𝐼0𝐾0𝑥2𝑛 ≠ 0 и, следовательно, 𝐼𝐾 ≠ 0. 

(3)⇒(1). Пусть I и K – ненулевые f-идеалы кольца 𝐴. Тогда 𝐼[𝑥, 𝑓] и 𝐾[𝑥, 𝑓]  – ненулевые f-идеалы кольца 

𝐴[𝑥, 𝑓]. Поэтому найдутся 𝑦 ∈ 𝐼, 𝑧 ∈ 𝐾 и неотрицательное целое число n такие, что 𝑦𝑥𝑛𝑧 = 𝑦𝑓𝑛(𝑧)𝑥𝑛 ≠ 0. 

Но 𝑓𝑛(𝑧) ∈ 𝐾 и, следовательно, IK≠  0. 

(2) ⇒(5). Обозначим через 𝐴〈𝑥, 𝑓〉 кольцо косых многочленов Лорана. Ясно, что расширение Оре S  можно 

рассматривать как подкольцо кольца 𝐴〈𝑥, 𝑓〉, порожденное множеством 𝑅⋃{𝑥}. 

Лемма 4 (см. [1, предложения 4.3.8 и 4.6.1]). Пусть B – кольцо и D – множество левых делителей в кольце B. 

Обозначим через 𝐷−1𝐵 классическое левое кольцо частных кольца B относительно множества D, а  через 

𝑄𝑚(𝐵) максимальное левое кольцо частных кольца B. Тогда существует инъективный гомомрфизм колец 

𝜀: 𝐷−1𝐵 → 𝑄𝑚(𝐵) такой, что 𝜀(𝑏) = 𝑏 для всех элементов 𝑏 ∈ 𝐵 и 𝜀(𝑑−1𝑏) = 𝜀(𝑑−1)𝑏 для всех элементов 

𝑏 ∈ 𝐵 и 𝑑 ∈ 𝐷. Более того, кольца 𝑄𝑚(𝐵) и 𝑄𝑚(𝐷−1𝐵) изоморфны. 

Определение расширенного центроида и связанные с ним вопросы могут быть найдены в работе [16]. 

Теорема 1. Расширеннный центроид кольца S изоморфен расширенному центроиду кольца 𝐴〈𝑥, 𝑓〉.  

Доказательство. Несложно проверить, что множество 𝑋 = {𝑥𝑛: 𝑛 ≥ 0} является множеством левых 

делителей в кольце S. Кроме того, в силу леммы 4, что 𝐴〈𝑥, 𝑓〉 = 𝑋−1𝑆 – классическое левое кольцо частных 

кольца S (см. [14]). По лемме 4 максимальные левые кольца частных колец S и 𝐴〈𝑥, 𝑓〉 изоморфны. 

Следовательно, расширенные центроиды этих колец, являющиеся центрами их максимальных колец 

частных, также изоморфны. 

Будем говорить, что кольцо R  удовлетворяет условию F-стабильности для левых аннуляторов, если для 

каждого F-инвариантного идеала I этого кольца и каждого положительного целого числа n  выполняется 

равенство ℓ𝑅(𝐼) = ℓ𝑅(𝐹𝑛(𝐼)). 

Теорема 2. Предположим, что кольцо R является F-первичным и удовлетворяет условию F-стабильности для 

левых аннуляторов. 

Тогда: 

1) ℓ𝑅(𝐼) = 0 для любого ненулевого F-инвариантного идеала I кольца R; 

2) расширение Оре S является первичным кольцом. 

Доказательство. 1) Из условия F-стабильности следует эквивалентность следующих равенств: 𝑓(𝑟)𝐼 = 0; 

𝑓(𝑟)𝑓(𝐼) = 0; 𝑟𝐼 = 0. Поэтому ℓ𝑅(𝐼) оказывается F-идеалом кольца R.  

2) Пусть I – ненулевой идеал кольца S. Обозначим через 𝐼0 множества старших коэффициентов этого идеала. 

Так как 

𝑥(𝑟0𝑥𝑛 + 𝑟1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑟𝑛) = 𝐹(𝑟0)𝑥𝑛+1 + 𝐹(𝑟1)𝑥𝑛 + ⋯ + 𝐹(𝑟𝑛)𝑥, 

то 𝐼0 является, очевидно, ненулевым левым F- инвариантным идеалом кольца R.  

Отсюда, ℓ𝑅(𝐼0) = ℓ𝑅(𝐼0𝑅) = 0. Пусть 𝑝 = 𝑝0𝑥𝑛 + 𝑝1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑝𝑛 ∈ 𝑆, 𝑝0 ≠ 0 

Тогда из условия 𝑝𝐼 = 0 вытекает, что 𝑝0𝑥𝑛𝐼0 = 𝑝0𝐹𝑛(𝐼0)𝑥𝑛 = 0 и, следовательно, 𝑝0 ∈ ℓ𝑅(𝐹𝑛(𝐼0)) =

ℓ𝑅(𝐼0) = 0 в силу условия F-стабильности. Полученное противоречие показывает, что 𝑝𝐼 = 0 для любого 

ненулевого многочлена 𝑝 ∈ 𝑆 и любого ненулевого идеала I кольца S,  то есть кольцо S  первично. 

Результаты данной работы могут быть использованы в учебном процессе (см. [15]). 
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В настоящее время для мониторинга и анализа работы сложных технических систем широко 

используются статистические методы, оценивающие отклонение критичных параметров системы от 

некоторых эмпирически или априорно заданных «нормальных» состояний. При этом полагают, что 

изменение контролируемых в технической системе параметров подчинено некоторому случайному 

процессу, однако предположения о виде и структуре случайного процесса, его параметрах, доверительном 

интервале, ошибках первого и второго рода строятся в предположении того, что анализируемые случайные 

процессы являются гауссовскими (имеющими нормальное распределение). 

Широкое распространение использования нормального закона распределения в природе и технике 

объясняется тем, что при суммировании достаточно большого числа независимых или слабо зависимых 

случайных величин распределение суммы близко к нормальному при любом распределении отдельных 

слагаемых. 

Это положение, сформулированное в 1901 г. А.М. Ляпуновым, получило название центральной 

предельной теоремы. 

Однако на практике предположение о «нормальности» закона распределения контролируемых 

величин выполняется редко. В первую очередь это связано с зависимостью параметров друг от друга, 

поскольку физически техническая система представляет собой совокупность взаимосвязанных и 

взаимозависимых процессов, объединенных к тому же системами автоматического или 

автоматизированного регулирования. 

К сожалению, в настоящее время в методологии мониторинга технических систем наметился 

ошибочный подход, связанный с некорректным использованием модели случайного процесса. Так, статья 

[5], содержит принципиальную методическую и теоретическую ошибку, связанную с использованием 

спекулятивной (ложной) исходной модели случайного процесса и вытекающими из нее ложными оценками 

параметров системы мониторинга. 

Статистический критерий Хотеллинга (Т2), рекомендуемый и рассмотренный в [5] не является 

единственно возможным и оптимальным для оценки состояния технических систем. В [1] подробно 

рассмотрены критерий Хотеллинга [Anderson, 2003], многомерный ранговый критерий (обобщение 

рангового критерия Вилкоксона на многомерный случай) [Puri, Sen, 1971] и ядерный критерий Крамера 

[Baringhaus, Franz, 2004]. При этом в [1] отмечено, что критерий Хотеллинга и ранговый критерий имеют 

мощность, близкую к нулевой, поскольку они основаны на статистиках, реагирующих только на 

альтернативы сдвига распределений. Критерий Крамера имеет несколько большую мощность чем 
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предложенный в [1] критерий, однако близкая к единице мощность предложенного критерия достигается и в 

этом случае. В статье [1] также особо подчеркнуто, что выводы указанных критериев верны только в 

предположении гауссовских распределений. 

Для иллюстрации сформулированных положений проведем краткий анализ данных о работе 

Белоярской АЭС с целью уточнения моделей случайных процессов и апробации методов анализа функций. 

Имеется набор данных, описывающий систему, в текстовом виде (429 датчиков (сенсоров) с 

разнородными показаниями). 

Для тестирования использовались следующие датчики 

Идентификатор Нач. 

знач 

Ед. изм. Параметр 

4LBA10CT001_XQ01 323 °C ТЕМПЕР СВЕЖ ПАРА 11 0-600 ГРАД 

4LBA20CT001_XQ01 328 °C ТЕМПЕР СВЕЖ ПАРА 23 0-600 ГРАД 

4LBA30CT001_XQ01 327 °C ТЕМПЕР СВЕЖ ПАРА 12 0-600 ГРАД 

4LBA40CT001_XQ01 340 °C ТЕМПЕР СВЕЖ ПАРА 24 0-600 ГРАД 

4LBC10CP001_XQ01 - МПа P ПАРА ЗА ЦВД 11 0-1.6 МПА 

4LBC10CP002_XQ01 - МПа P ПАРА ЗА ЦВД 12 0-1.6 МПА 

4LBC20CP001_XQ01 - МПа P ПАРА ЗА ЦВД 23 0-1.6 МПА 

4LBC20CP002_XQ01 - МПа P ПАРА ЗА ЦВД 24 0-1.6 МПА 

4MAA01CP001_XQ01 0.026 МПа P-P Ф СК ВД 0 0.6 МПА 

4MAA01CT011_XQ01 329 °C T МЕТ ПОВ СК ВД 0 600 ГРАД 

Для отладки алгоритмов и получении данных о характере случайных процессов используются 10 

указанных в таблице датчиков и период времени от 01.10.16 до 10.10.16, датчики в файла анализа 

пронумерованы соответственно таблице от 1 до 10. 

С использованием универсальной структуры хранения данных, разработано ПО преобразования 

выгруженных текстовых файлов к единому формату, модуль rotor.exe, который в качестве аргумента 

использует имя текстового файла. 

В ходе работы модуля получена первичная индексированная структур хранения данных (Linked 

BigData), которая позволяет выбирать любые совокупности данных из базы уже в цифровом виде с 

максимальной скоростью. 

Далее проведена разработка ПО анализа  функций (экстремумы, производные, гистограммы и 

матрицы переходных вероятностей), разработан модуль afun. 

Цель – проанализировать полученные функции с точки зрения классического математического 

анализа. Это позволяет построить полную математическую модель системы в непрерывных функциях, а 

также получить перечень критичных событий (максимумы, периоды максимального роста/убывания и т.д.). 

ПО представляет собой исполняемый модуль, вычисляющий в числе прочих значений, гистограммы 

функций и матрицу переходных вероятностей (условную вероятность события перехода в следующий 

момент дискретного времени параметра в состояние j при условии нахождения в текущий момент в 

состоянии i), дискретные производные, максимумы и минимумы и выгружающий их в базу данных, а также 

фиксирующий моменты времени наступления заданных событий. 

Принципиально новым в данном случае является построение гистограммы функции и ее дискретной 

производной, которая является «портретом» работы подсистемы за изучаемый период времени (для 

дискретной производной распределяет скорости роста и убывания функций по интервалам).  

Проиллюстрируем результат работы системы для сенсоров 1, 2, 5 и 10. 

Сенсор №1 

Function histogramm: 

FunInterval:01 < 3 > 

FunInterval:02 < 56 > 

FunInterval:03 < 38 > 

FunInterval:04 < 3 > 

FunInterval:05 < 24 > 

FunInterval:06 < 10 > 

FunInterval:07 < 10 > 

FunInterval:08 < 42 > 
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FunInterval:09 < 0 > 

FunInterval:10 < 1252 > 

0002 0000 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0001 0055 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0001 0036 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0002 0001 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0023 0001 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0009 0001 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0009 0001 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0041 0000 0001  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 1252 

Сенсор №2 

Function histogramm: 

FunInterval:01 < 42 > 

FunInterval:02 < 49 > 

FunInterval:03 < 5 > 

FunInterval:04 < 23 > 

FunInterval:05 < 9 > 

FunInterval:06 < 8 > 

FunInterval:07 < 15 > 

FunInterval:08 < 47 > 

FunInterval:09 < 0 > 

FunInterval:10 < 1240 > 

0041 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0001 0047 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0001 0003 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0022 0001 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0008 0001 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0007 0001 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0014 0001 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0046 0000 0001  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 1240 

Сенсор №5 

Function histogramm: 

FunInterval:01 < 120 > 

FunInterval:02 < 9 > 

FunInterval:03 < 8 > 

FunInterval:04 < 15 > 

FunInterval:05 < 35 > 

FunInterval:06 < 40 > 

FunInterval:07 < 30 > 

FunInterval:08 < 41 > 

FunInterval:09 < 0 > 

FunInterval:10 < 1140 > 

0119 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0008 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0007 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0014 0001 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0034 0001 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0039 0001 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0029 0001 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0040 0000 0001  
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0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 1140 

Производная для сенсора №5 

Derivative histogramm: 

Interval:01 < 1 > 

Interval:02 < 0 > 

Interval:03 < 0 > 

Interval:04 < 78 > 

Interval:05 < 1315 > 

Interval:06 < 43 > 

Interval:07 < 0 > 

Interval:08 < 0 > 

Interval:09 < 0 > 

Interval:10 < 1 > 

Сенсор №10 

Function histogramm: 

FunInterval:01 < 38 > 

FunInterval:02 < 62 > 

FunInterval:03 < 20 > 

FunInterval:04 < 8 > 

FunInterval:05 < 9 > 

FunInterval:06 < 8 > 

FunInterval:07 < 14 > 

FunInterval:08 < 41 > 

FunInterval:09 < 0 > 

FunInterval:10 < 1238 > 

0037 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0001 0060 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0001 0018 0001 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0007 0001 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0008 0001 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0007 0001 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0013 0001 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0040 0000 0001  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000  

0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 1238 

Производная для сенсора №10 

Derivative histogramm: 

Interval:01 < 4 > 

Interval:02 < 57 > 

Interval:03 < 1261 > 

Interval:04 < 65 > 

Interval:05 < 25 > 

Interval:06 < 16 > 

Interval:07 < 4 > 

Interval:08 < 4 > 

Interval:09 < 1 > 

Interval:10 < 2 > 

Даже приблизительный визуальный анализ гистограмм и ненормированных матриц переходных 

вероятностей для выделенных сенсоров позволяет говорить о том, что закон распределения не совпадает с 

нормальным, об условно нормальном распределении можно говорить только для производных функций. 

Кроме того, анализируемые величины сильно зависимы (коррелированны) между собой и даже в грубом 

приближении не могут считаться независимыми, что практически опровергает применяемые в [5] 

статистические критерии. 
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В целом получаемая информация уже сейчас может использоваться для глубокой оптимизации 

работы системы в целом. 

Гистограмма функций и дискретных производных позволяет гипотетически говорить о 

приблизительно марковском процессе изменения параметров, что позволит уточнить вероятностную модель 

функционирования системы. 

Выводы 

Необходимо срочное изменение парадигмы мониторинга и анализа, поскольку применении 

спекулятивной модели случайного процесса [5] и вытекающих из нее ложных статистических критериев 

может привести к грубой ошибке в контроле работы критичной технической системы и крупной 

техногенной аварии или даже катастрофе. 

Пути решения указанных проблем связаны с глубоким анализом информации с использованием 

классических инструментов функционального анализа и построением близкой к реальности адекватной 

модели случайных процессов (по-видимому, на основе модели марковского процесса). 
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   Аннотация 

               Исследованы методики получения диаграмм состояния однокомпонентной системы с 

использованием данных по давлению насыщенного пара, плотности жидкости и стандартных 
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термодинамических характеристик летучего вещества. В качестве примера представлена полученная 

диаграмма состояния этанола. 

Ключевые слова: диаграмма состояния однокомпонентных систем, давление насыщенного пара, 

стандартные термодинамические характеристики, растворитель, этанол. 

Abstract 

Methods are studied for obtaining phase diagrams of one-component systems using the data for saturation vapour 

pressure, liquid density, and standard thermodynamic properties of volatile substances. As an example, the resulting 

state diagram of ethanol is presented. 

Keywords: phase diagram of one-component system, vapour pressure, standard thermodynamic 

characteristics, solvent, ethanol. 

Введение 

При изучении диаграмм растворимости веществ в органических растворителях в широких 

интервалах температур и давлений может возникнуть необходимость иметь хотя бы приблизительную 

информацию о диаграмме состояния однокомпонентной системы – растворителя. Однако такая информация 

в литературе часто отсутствует или трудно доступна. Между тем эта диаграмма может быть легко получена 

из имеющихся для большинства растворителей данных по давлению насыщенного пара, плотности 

жидкости и стандартных термодинамических характеристик.  

Подобные исследования проводятся в Могилевском государственном университете продовольствия  

наиболее подготовленными студентами младших курсов в рамках учебно-исследовательской работы по 

физической и коллоидной химии. В настоящей статье представлена в качестве примера полученная 

диаграмма состояния этанола и излагается методика ее построения. 

Методика расчетов 

Как известно [1], диаграммы состояния однокомпонентных систем в обычных условиях являются 

дивариантными и могут быть изображены на плоскости в координатах P – T, поскольку, по правилу фаз, при 

наличии одной фазы число степеней свободы в такой системе равно: f = К – Ф + 2 = 1 – 1 + 2 = = 2. В 

простейшем случае они представляют собой три линии моновариантных фазовых равновесий (сублимации, 

испарения и плавления), пересекающиеся в тройной точке (рис. 1). 

Для большинства растворителей в литературе имеются необходимые для расчетов величины 

стандартной энтальпии образования ΔfH°298 и энтропии S°298 вещества в жидком и газообразном состоянии, 

температура плавления T°плавл и теплота плавления ΔH°плавл. Поэтому на диаграмме состояния линии 

испарения и сублимации вблизи тройной точки Tтр могут быть получены с использованием следующих 

термодинамических соотношений: 

испарение:               ln P/P° = ΔS°исп(Tтр)/R  – ΔH°исп(Tтр)/RT,                               (1) 

сублимация:            ln P/P° = ΔS°субл(Tтр)/R – ΔH°субл(Tтр)/RT,                              (2) 

где P° – стандартное давление, а P/P° – термодинамическое безразмерное давление, численно равное 

давлению в атмосферах; величины ΔS° и ΔH° испарения и сублимации получены для температуры тройной 

точки. Очень многие органические растворители имеют тройную точку при давлениях, много меньших 1 

атм, поэтому в этой области температур пар подчиняется законам идеальных газов, а объемом жидкой фазы 

можно пренебречь даже при необходимости вычислений повышенной точности. Обычно можно также 

пренебречь небольшим отличием температуры тройной точки Tтр от температуры плавления при 

стандартном давлении T°плавл. 

Входящие в уравнения (1) и (2) термодинамические характеристики испарения и сублимации при 

Tтр рассчитываются по стандартным термодинамическим данным с использованием уравнений (3 – 8). Все 

приведенные ниже численные расчеты выполнены на примере этанола. При этом использованы 

термодинамические данные справочника [2], которые представлены в табл. 1. Эти данные несколько 

отличаются от приведенных в Химической энциклопедии [3], особенно сильно – для теплоемкости пара 

(55,1 Дж/моль·К) и для теплоты плавления (4,81 кДж/моль). 
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Таблица 1 – Использованные при расчетах свойства этанола [2*] 

Свойство: ΔfH°298 

кДж/моль 

S°298 

Дж/моль·К 

C°p298 

Дж/моль·К 

T°плавл, К ΔH°павл 

кДж/моль 

C2H5OH (жидк.) – 276,9  

± 0,3 

161,0 

± 0,2 

112,0 

± 0,4 

158,95 5,0 

C2H5OH (газ) – 234,6 

± 0,3 

282,4 

± 2,1 

65,3 

± 0,8 

– – 

* Данные справочника пересчитаны с учетом коэффициента 4,184 Дж/кал и  округлены с точностью 

до 0,1 соответствующих единиц измерения. 

 

С использованием данных табл. 1 получаем следующие результаты. 

Испарение:     

         ΔH°исп (298) = ΔfH°298 (пар) – ΔfH°298 (жидк.) =  42,3 (кДж/моль)               (3) 

(38,7 кДж/моль [3]). 

          ΔS°исп (298) = S°298 (пар) – S°298 (жидк.) = 121,4 (Дж/моль·К).                   (4) 

Для использования уравнений (1) и (2) необходимо пересчитать полученные величины энтальпии и 

энтропии испарения на температуру плавления этанола 158,95 К (–114,2 °С): 

                             ΔH°исп (159) = ΔH°исп (298) – ΔC°p·(298,15 – T°плавл).                 (5) 

 Для этого находим величину ΔC°p процесса испарения, равную, по данным табл. 1,  65,3 – 112,0 = – 

46,7 Дж/моль·К. Хотя теплоемкость и жидкости, и пара заметно изменяются с температурой, величина ΔC°p 

процессов парообразования обычно слабо зависит от температуры, поэтому во всех наших расчетах 

величина ΔC°p принимается постоянной и равной ΔC°p298. 

Теперь находим по уравнению (5): 

ΔH°исп (159) = 42300 + 46,7·139,2 = 48800 (Дж/моль). Аналогичным путем находим энтропию испарения при 

температуре плавления: 

                          ΔS°исп (159) = ΔS°исп (298) – ΔC°p·ln(298,15/ T°плавл) =                (6) 

= 121,4 + 46,7·ln1,876 = 150,8 (Дж/моль·К). 

Сублимация: 

ΔH°субл (159) = ΔH°исп (159) + ΔH°павл = 48800 + 5000 = 53800 (Дж/моль).  (7) 

        ΔS°субл (159) = ΔS°исп (159) + ΔS°плавл = ΔS°исп (159) + ΔH°павл/ T°плавл =      (8) 

= 150,8 + 5000/159 = 182,2 (Дж/моль·К). 

Итак, мы получили все необходимые термодинамические величины, чтобы рассчитать по 

уравнениям (1) и (2) 2 линии (испарения и сублимации) на диаграмме состояния однокомпонентной 

системы вблизи тройной точки. 

В зависимости от наличия или отсутствия тех или иных термодинамических данных для данного 

растворителя эта задача может решаться несколько различающимися способами. В случае отсутствия каких-

либо требуемых для расчетов сведений о свойствах рассматриваемого растворителя и  необходимости их 

приближенной оценки большую помощь могут оказать работы М. Х. Карапетьянца [4] и В. А. Киреева [5]. 

Наши студенты в рамках учебно-исследовательской работы решают эту задачу, не используя 

стандартные термодинамические характеристики растворителя, а исходя из данных по температурной 

зависимости его давления насыщенного пара. Поэтому ниже мы подробнее рассмотрим получение 

результатов именно из исходных тензиметрических данных. 

Результаты и их обсуждение 

Исходные данные по температурной зависимости давления насыщенного пара этанола были 

определены на компьютере по разработанной на кафедре химии МГУП специальной программе, 

моделирующей тензиметрические «измерения». Эти данные и результаты их математической обработки на 

ЭВМ методом наименьших квадратов представлены в табл. 2 и 3. 

      Таблица 2 – Исходные тензиметрические данные и результаты их обработки 

t ,°C T, K 1000/T P, мм рт. ст. lnP/P° P, мм рт. ст., 

расчет по (9) 

–10 263,15 3,8001 5,7 –4,8911 5,7 

0 273,15 3,6610 11,7 –4,1754 11,7 

10 283,15 3,5317 22,7 –3,5118 22,7 

20 293,15 3,4112 42,1 –2,8930 42,2 
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30 303,15 3,2987 75,1 –2,3152 75,1 

40 313,15 3,1934 128,9 –1,7740 129,1 

50 323,15 3,0945 214,2 –1,2665 214,4 

60 333,15 3,0017 345,1 –0,7895 345,4 

70 343,15 2,9142 540,8 –0,3402 541,4 

78 351,15 2,8478 760,6 0,0008 761,3 

 

Результаты расчетов коэффициентов линейного уравнения lnP/P° = A – B/T и  термодинамических 

характеристик процесса испарения при средней температуре измерений представлены в табл. 3. 

Таблица 3 – Термодинамические характеристики испарения этанола 

T среднее, К А В ΔH°T, Дж/моль ΔS°T, Дж/моль·К 

305,3 14,628 – 5136 42705 121,62 

 

Итак, в интервале температур, приведенном в табл. 2, давление насыщенного пара может быть 

вычислено по линейному уравнению с коэффициентами, приведенными в табл. 3: 

                                                   lnP/P° = 14,628 – 5136/T.                                       (9) 

В последнем столбце табл. 2 представлены результаты расчетов по этому уравнению, которые позволяют 

оценить его точность  – отличия от исходных данных находятся на уровне 0,1 относит. %. 

Для того, чтобы сравнить полученные термодинамические характеристики испарения с 

рассчитанными по термодинамическим таблицам, необходимо пересчитать их к стандартной температуре 

298,15 К по уравнениям  типа 5 и 6: 

ΔH°исп (298) = ΔH°исп (305) – ΔC°p·(305,3 – 298,15) =  

= 42,7 + 0,3 = 43,0 (кДж/моль), 

ΔS°исп (298) = ΔS°исп (305) – ΔC°p·ln(305,3/298,15) =  

= 121,6 + 1,1 = 122,7 (Дж/моль·К). 

Таким образом, полученные путем обработки тензиметрических данных  (табл. 2) величины 

энтальпии и энтропии испарения вполне согласуются с найденными выше по стандартным 

термодинамическим таблицам (42,3 кДж/моль и 121,4 Дж/моль·К), несмотря на то, что при обработке 

данных табл.2 было использовано простейшее, линейное уравнение. 

Было бы интересно сравнить полученную величину энтропии испарения с константой Трутона (88 

Дж/моль·К – при давлении 1 атм). Для этого находим энтропию испарения при температуре кипения 

этанола 78,32 °С (351,47 К [2]):  

ΔS°исп (351) = ΔS°исп (305) – 46,7·ln(351,47/305,3) =  

= 121,62 – 6,58 = 115,0 Дж/моль·К. 

Найденная величина ΔS°исп этанола существенно превышает величину константы Трутона, 

характерную для неполярных жидкостей. Это подтверждает необходимость учета полярности молекул при 

оценке величины ΔS°исп растворителя [4, 5], если экспериментальные данные по его энтропии отсутствуют.  

Энтальпия испарения этанола при его стандартной температуре кипения равна:  ΔH°исп (351) = 

ΔH°исп (305) – ΔC°p·(351,47 – 305,3) = 40,5 (кДж/моль). 

С учетом возможной погрешности за счет использования постоянной величины ΔC°p (± 0,5 – 1 кДж/моль) 

это значение вполне согласуется с табличной величиной (39,3 ± 0,4  кДж/моль [2]). 

Полученные результаты были пересчитаны по методике, изложенной выше, на температуру 

плавления этанола (159 К) и определены величины энтальпии и энтропии сублимации при этой температуре. 

Было получено: 

испарение:       ΔH°исп (159) = ΔH°исп (305) – ΔC°p·(305,3 – T°плавл) = 

= 42705 + 46,7·(305,3 – 158,95) = 42705 + 6835 = 49540 (Дж/моль), 

                          ΔS°исп (159) = ΔS°исп (305) – ΔC°p·ln(305,3/ T°плавл) = 

= 121,62 + 46,7·ln(305,3/158,95) = 121,62 + 30,48 = 152,1 (Дж/моль·К), 

сублимация:     ΔH°субл (159) = ΔH°исп (159) + ΔH°павл =  

= 49540 + 5000 = 54540 (Дж/моль),  

ΔS°субл (159) = ΔS°исп (159) + ΔS°плавл = ΔS°исп (159) + ΔH°павл/ T°плавл = 

= 152,10 + 31,46 = 183,6 (Дж/моль·К). 

Наконец, по уравнениям (1) и (2) получаем уравнения двух линий (испарения и сублимации) на 

диаграмме состояния однокомпонентной системы вблизи тройной точки: 
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испарение:               ln P/P° = ΔS°исп(Tтр)/R  – ΔH°исп(Tтр)/RT = 

                       = 152,1/8,31441 – 49540/(8,31441·T) = 18,29 – 5960/T,                (10) 

сублимация:            ln P/P° = ΔS°субл(Tтр)/R – ΔH°субл(Tтр)/RT = 

                        = 183,6/8.31441 – 54540/(8.31441·T) = 22,08 – 6560/T.                (11) 

Необходимо проверить правильность коэффициентов полученных уравнений (10) и (11) – давление 

насыщенного пара в точке плавления (тройной точке) должно быть одинаковым как для испарения, так и 

для сублимации. Получаем: 

испарение:       ln P/P° = 18,29 – 5960/158,95 = – 19,206, P = 4,56·10
–9

 атм. 

сублимация:    ln P/P° = 22,08 – 6560/158,95 = – 19,191, P = 4,63·10
–9

 атм. 

Обе величины, действительно, практически совпадают, небольшое различие связано с округлением 

коэффициентов уравнений (10) и (11). 

Полученная в Excel с использованием уравнений (10) и (11) диаграмма состояния этанола при 

низких давлениях представлена на рис. 1. 

На рис. 1 по оси ординат отложено давление в пределах 0 – 10·10
–9

 атм. Малиновая линия 

соответствует сублимации, зеленая линия – испарению; они экстраполированы на несколько градусов, 

чтобы более отчетливо было видно изменение крутизны при переходе от одной линии к другой. Синяя 

линия соответствует плавлению, в данном диапазоне давлений она идет практически вертикально, т.к. для 

заметного изменения температуры плавления необходимо повысить давление на много атмосфер. Поэтому 

на рис. 2 представлена эта же диаграмма, но при более высоких давлениях (до 20 атм); в этом случае линия  

сублимации практически совпадает с осью абсцисс. 

 
Рисунок 1 – Диаграмма состояния этанола при низких давлениях  

 

При построении кривой плавления этанола в области высоких давлений насыщенного пара (рис. 2) 

использовалось уравнение Клаузиуса-Клапейрона  

                                                dP/dT = ΔHплавл/(T·ΔVплавл).                                     (12) 

При его интегрировании делались следующие упрощающие предположения: 

– теплота плавления ΔHплавл (табл. 1) не зависит от давления и температуры; 

– величина ΔVплавл = Vжидк – Vтв также постоянна и равна 2,04 мл/моль, как это дано в справочнике [6, с. 589] 

для давления 15000 атм; 

– первоначально также предполагалось, что давление насыщенного пара дается уравнением (9) даже до 

величины 20 атм. Однако сравнение результатов расчетов с экспериментальными данными по давлению 

насыщенного пара [6, c.678)] показало, что это приближение является слишком грубым – так при 

температуре 183,0 °С, когда давление пара должно быть равно 20 атм, ошибка вычислений близка к 50 %.  
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Поэтому мы попробовали ввести в уравнение (9) постоянную величину ΔC°p, равную – 46,7 

Дж/моль·К. Было получено более точное уравнение температурной зависимости давления насыщенного 

пара этанола: 

                                          lnP/P° = 52,379 – 6851/T – 5,617·lnT,                         (13) 

которое дает в интервале давлений 1 – 20 атм относительную ошибку вычисления давления насыщенного 

пара на уровне 3 – 4 %, что достаточно для построения диаграммы на рис. 2. Удивительно, что даже при 

критической температуре 243,1 °С это уравнение дает не слишком большую ошибку около 12 %.  

Из уравнения (12) в результате его интегрирования от температуры плавления до T получаем 

уравнение линии плавления этанола: 

                                  P (Па) = ((ΔHплавл/ΔVплавл))·ln(T /158,95) =                          (14) 

= (5000 (Дж/моль)/(2,04·10
–6

(м
3
/моль)))·(lnT – 5,0686) = 

= 2,451·10
9
· lnT – 1,2423·10

10
. 

При переходе к давлению в атмосферах получаем уравнение: 

                          P (атм) =  2,419·10
4
·lnT – 1,226055·10

5
.                                       (15) 

Наконец, температура плавления этанола при давлении P может быть вычислена по итоговому уравнению: 

     lnT = (P (атм) + 1,226055·10
5
)/ 2,419·10

4
 = 5,0684 + P (атм)/2,419·10

4
.         (16) 

Если второе слагаемое в этом уравнении близко к нулю (тройная точка), то получаем температуру 

плавления этанола, равную 158,92 К и практически совпадающую с принятой в расчетах табличной 

величиной 158,95 К. Достижение точного совпадения возможно, но требует еще больше увеличить число 

значащих цифр в уравнениях (14) – (16). Вместо этого мы просто заменяем коэффициент 5,0684 в итоговом 

уравнении (16) на требуемую величину 5,0686. Теперь окончательное уравнение для зависимости 

температуры плавления этанола от давления (в том числе – от давления насыщенного пара) имеет вид:                                         

lnT = 5,0686 + P (атм)/2,419·10
4
.                                 (17) 

 

 
Рисунок 2 – Диаграмма состояния этанола при высоких давлениях. На рис. 2 максимальная 

величина давления насыщенного пара равна 20 атм, тогда по уравнению (17) получаем температуру 

плавления этанола 159,08 К, т.е она повысилась всего на 0,13 °. Таким образом, и на рис.2 кривая плавления 

этанола идет практически вертикально, как и на рис. 1.  

Для значительного повышения температуры плавления этанола требуются очень высокие давления. 

Так, при давлении 15000 атм по уравнению (17) получаем температуру плавления, равную 22 °С (– 5 °С [6, 

с. 589]). 

Заключение 

1. Проведен анализ возможностей построения диаграммы состояния однокомпонентной системы на основе 

термодинамических данных.  

2. Построена диаграмма состояния однокомпонентной системы – этанола. 
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СТРУКТУРА ПОПУЛЯЦИЙ ЕЛИ В АРХАНГЕЛЬСКОЙ ОБЛАСТИ 

НА ОСНОВЕ 9-КЛАССНОЙ ГРАДАЦИИ ФЕНОТИПОВ 

 

Попов П. П. 

Институт проблем освоения Севера СО РАН, г. Тюмень, РФ  

Архангельская область располагается на севере европейской России и является одной  из  наиболее  

многолесных  [2]. В лесном фонде ее более половины принадлежит еловым лесам, которые играют здесь 

большую социально-экономическую роль. Таксономическое положение ели в этом регионе довольно 

неопределенно, хотя в целом она входит в ареал ели сибирской (Picea obovata Ledeb.). По территории 

области с юго-востока на северо-запад протекает одна из крупных рек европейской России – Северная 

Двина, которая с середины XIX века считалась частью границы ареалов  елей европейской и сибирской [1, 7, 

5]. Считается, что по обе стороны Северной Двины широко распространены гибридные популяции 

указанных видов ели  [8, Правдин, 17, 4, 18, 13]. Типы (формы) особей  большинство авторов выделяли по 

форме семенных чешуй визуально. Форма семенных чешуй этих елей со времен Ледебура (Ledebour), то 

есть с 1843 г [19, 17] считается основным диагностическим признаком. Целью работы является изучение 

структуры популяций ели на территории Архангельской области на основе 9-классной градации фенотипов 

особей, выделяемых по метрическим параметрам популяций. 

Материалом для изучения послужили выборки шишек ели в 10 пунктах области. Методика сбора и 

обработки материалов приводилась автором неоднократно [9, 10, 14, 15]. Структуру популяций ели 

сибирской изучали при 9-классной градации фенотипов особей (e, eem, em, emm, m, mms, ms, mss, s), 

соответствующих фенотипам популяций [16]:      P.e. – Picea europaea; P.eem. ‒ P. europaea-europaea-

medioxima; P.em. – P. europaea-medioxima; P.emm. – P. europaea- medioxima-medioxima; P.m. – P. medioxima; 

P.mms. – P. - medioxima- medioxima- sibirica; P.ms. ‒ P. medioxima-sibirica; P.mss. - P. medioxima-sibirica-

sibirica; P.s. – P. sibirica с 10 % градацией комплексного показателя (Cn–Cp) формы семенных чешуй (-50, -

40, -30, -20, -10, 0, 10, 20, 30 % соответственно). Подразделение  особей любой  популяционной выборки по 

таким классам представляет собой вариационный ряд, обработка которого в данном случае сводится к 

определению частоты фенотипов, внутрипопуляционного разнообразия по частоте фенотипов [6]. 

Показатель разнообразия определяется как квадрат суммы подкоренных значений частот фенотипов: M = 

(√p1 +√p2  +… √pn)
2 
, где M – показатель разнообразия, p1, p2 … pn ‒ частоты фенотипов в долях единицы.  

Первые три группы особей (e, eem, em) можно считать фенотипами ели европейской, вторые (emm, 

m, mms) – фенотипами промежуточной формы, третьи (ms, mss, s) – фенотипами ели сибирской. Такое 

разделение особей соответствует генетическому взаимодействию (интрогрессивной гибридизации)  елей 

европейской и сибирской [3] и географическому распространению соответствующих фенотипов популяций 

[11, 12, 16].  

Ель на изучаемой территории представляют популяции фенотипов P.m. (Коноша) и  P.ms. 

(остальные выборки) (табл. 1). Как видно, во всех популяциях отсутствуют особи фенотипа e, особей 

фенотипов eem и s очень мало (1-3 %), несколько больше особей фенотипов em  и mss (в среднем 6-8 %).  

Заметно больше фенотипов emm и ms (в среднем 15 и 19 % соответственно). Наибольшую частоту 

составляют особи фенотипов m и mms (в среднем 23-24 %). По группам фенотипов особей соотношение их 

частот выражено весьма четко: особей фенотипа ели европейской в среднем 7.5 (3-16), промежуточного 

фенотипа – 61.4 (48-76), фенотипа ели сибирской – 31.1 (13-49) %. Показатель разнообразия по выборкам 

варьирует слабо (6.08-7.04) и в среднем равен 6.55. Он отражает высокий уровень разнообразия 

анализируемых популяций по частоте фенотипов, поскольку в «чистых» популяциях елей европейской и 

сибирской (т. е. генетического взаимовлияния) он составляет всего 2-3.  
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Таблица 1 

Структура и разнообразие популяций ели в Архангельской области при 9-классной градации фенотипов 

Пункт 

  

n Cn‒Cp Частота фенотипов, % ∑ M 

2     3     4      5      6      7     8     9 1‒3 4‒6 7‒9 

Коноша 130 ‒10    3    13   22    26    23    11    2     ‒ 16 71 13 6.08 

Ровдино  235 ‒8    2     5    23    27    26    13    3     1 7 76 17 6.29 

Обозерский 220 ‒6    1     8    20    28    26    12    4     1 9 74 17 6.33 

Бепезник 135 ‒5    1     7    13    35    16    21    5     2 8 64 28 6.45 

Рочегда 220 ‒5    2     5    11    26    18    19   15    4 7 55 38 7.04 

В.Тойма 350 ‒4    1     8    17    23    23    16    9     3 9 63 28 6.90 

Ядриха 107 ‒3    1     9    13    19    29    21    7     1 10 61 29 6.54 

Горка 200 1    1     2    11    14    31    25   13    3 3 51 46 6.44 

У-Пинега 200 1    1     2     8     24    19    29   10    7 3 51 46 6.60 

Карпогоры 250 2    1     2    11    17    20    25   16    8 3 48 49 6.84 

Примечание. Здесь и в табл.2: n – число особей в выборке; Cn‒Cp ‒ разность коэффициентов 

сужения (Cn) и вытянутости (Cp) верхней части семенных чешуй;  фенотипы особей: 1 – e, 2 – eem, 3 – em, 4 

– emm, 5 – m, 6 – mms, 7 – ms, 8 – mss, 9 – s; ∑ - знак суммы частоты фенотипов; M – показатель 

внутрипопуляционного разнообразия по частоте фенотипов. 

Частота фенотипов особей в популяциях заметно связана со средним значением комплексного 

показателя (Cn‒Cp) формы семенных чешуй, что характеризуется соответствующими показателями 

корреляции (табл. 2).  

                                                                                                                                                                         Таблица 2 

Корреляция средних показателей формы семенных чешуй и частоты разных групп фенотипов особей  

в популяциях ели Архангельской области 

Коррелирующие 

признаки 

        η±Sη                   t          R±Sr                   t Kk 

Cn‒Cp  и ∑1‒3 0.975±0.0778    12.54 ‒0.842±0.1907    4.41 0.24 

Cn‒Cp  и ∑4‒6 0.968±0.0883    10.97 ‒0.890±0.1615    5.51 0.15 

Cn‒Cp  и ∑7‒9 0.963±0.0952    10.11 +0.936±0.1244    7.52 0.05 

Cn‒Cp  и M 0.776±0.2229    3.48 +0.495±0.3073    1.61 0.36 

Примечание. ‒ корреляционное отношение и его ошибка, ‒ коэффициент корреляции и его ошибка, 

‒ показатель достоверности, Kk ‒ показатель криволинейности, при Kk0.05 = 0.1, R0.05 = 0.632. 

Корреляционное отношение показателя формы семенных чешуй с частотой фенотипов (по группам) 

очень высокое и во всех случаях более 0.9. Коэффициент корреляции, естественно, несколько ниже, но 

достаточно высок (0.84-0.94) и достоверен. Связь показателя с показателем разнообразия слабая при данном 

числе выборок.  

Вся совокупность выборок заметно разделяется на 3 группы практически по всем анализируемым 

показателям. Особенно заметно это разделение по частоте промежуточных фенотипов и фенотипов ели 

сибирской. Первую группу представляют популяции, в которых частота промежуточных фенотипов 

составляет около 70 (71-76), вторую – около 60 (61-64) и третью группу – 50 (48-51) %. Частота фенотипов 

ели сибирской в этих группах ‒ 15 (13-17), 30 (28-38) и 46-49 % соответственно. Примерно в таком же 

соотношении изменяются показатели частоты фенотипов ели европейской и формы семенных чешуй 

(Cn‒Cp). По показателю разнообразия различий практически нет. Популяции первой группы располагаются в 

западной части области, второй – в приречных районах Северной Двины, третьей – в восточной части 

региона. 

Таким образом, на территории Архангельской области наибольшее распространение имеют особи 

промежуточных фенотипов и фенотипов ели сибирской и мало фенотипов ели европейской. В целом же на 

территории области распространены популяции ели промежуточной формы елей европейской и сибирской, 

но ближе к последней.  
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*Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант № 16-17-10039). 

 

В 2013 году был организован международный проект Inter-Sectoral Impact Model Intercomparison 

Project (ISI-MIP) [9], одной из задач которого стало объединение усилий сообщества модельеров 

гидрологических процессов с целью обобщения получаемых прогностических оценок воздействия 

глобального изменения климата на водные ресурсы в разных пространственных масштабах, в том числе и в 

масштабе речного бассейна. Настоящая работа выполнялась в рамках ISI-MIP2; ее целью явилось 

исследование возможного изменения речного стока до 2100 г. для 11 крупных речных бассейнов, 

находящихся в широком спектре природных условий. В настоящей работе в качестве основного расчетного 

инструмента использовалась ранее разработанная авторами модель взаимодействия подстилающей 

поверхности суши с атмосферой SWAP (Soil Water – Atmoshere – Plants) [1]. Кроме того, авторы попытались 

обобщить полученные результаты в терминах так называемой климатической «эластичности» стока.  

SWAP представляет собой физико-математическую модель с распределенными параметрами, 

описывающую процессы тепло- и влагообмена в системе почва – растительность/снежный покров – 

атмосфера. Для крупномасштабного речного бассейна проводится разбиение его поверхности на ряд 

расчетных ячеек, соединенных речной сетью. Выходными переменными модели SWAP являются несколько 

десятков характеристик теплового и водного режимов рассматриваемого речного бассейна. Но в данной 

работе в связи с поставленной задачей и ограниченностью объема статьи будет рассмотрена только одна 

наиболее интересная для гидрологов характеристика – речной сток.  

 Объектами данного исследования послужили 11 крупных речных бассейнов, расположенных на 

разных континентах Земного шара в различных природных условиях: Рейн и Тагус в Европе; Ганг, Лена, 

Верхняя Хуанхэ и Верхняя Янцзы в Азии; Нигер в Африке; Маккензи и Верхняя Миссисипи в Северной 

Америке, Верхняя Амазонка в Южной Америке и Дарлинг в Австралии (рис. 1). Использование для анализа 

только верховий таких рек как Хуанхэ, Янцзы, Миссисипи и Амазонка обусловлено тем, что именно эти 

части речных бассейнов в наименьшей степени подвержены антропогенным воздействиям, оказывающим 

существенное влияние на сток рек, в связи с чем дополнительной информации, связанной с регулированием 

стока, не требуется. Основные характеристики выбранных речных бассейнов приведены в таблице 1 [6, 7]. 

Отметим, что эти бассейны представляют собой выборку объектов, более или менее репрезентативно 

отражающую специфику природных условий значительной части суши земного шара. 
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Рис.1. Местоположение рассмотренных в работе речных бассейнов. 

Таблица 1. Рассмотренные в работе речные бассейны, их площади, число расчетных ячеек, стоковые 

станции с их координатами, а также усредненные по площади климатические характеристики бассейнов 

(для периода с 1971 по 2000 гг.): приземная температура воздуха T, осадки P, речной сток R, коэффициент 

стока R/P [6, 7]. 

 

Река 
Стоковая 

станция 

Широта, 

град 

Долгота, 

град. 

Площадь 

бассейна 

(км
2
) 

Число 

расчетных 

ячеек 

T, 

°C 

P, 

мм/го

д 

R, 

мм/го

д 

R/

P 

Лена Столб 
72.37 126.80 2 460 000 1668 

-

10.2 
384 201 

0.5

2 

В. Амазонка 

Сан-

Паулу-ди-

Оливенса 

-3.45 -68.75 990 781 330 21.7 2122 1459 
0.6

9 

Маккензи 

Арктик 

Ред ривер 
67.46 -133.74 1 660 000 1128 -4.3 435 171 

0.3

9 

В. Янцзы Кун Тан 
29.61 106.60 804 859 325 6.8 768 389 

0.5

1 

Ганг Фаракка 25.00 87.92 835 000 340 21.1 1173 471 0.4 

В. Хуанхэ 

Танг Най 

Хай 
35.50 100.15 121 000 51 -2 506 169 

0.3

3 

Нигер Локоджа 
7.80 6.77 2 074 171 678 27.7 625 77 

0.1

2 

Рейн Лобит 
51.84 6.11 160 800 83 8.7 1038 457 

0.4

4 

В. Миссисипи Алтон 
38.89 -90.18 444 185 198 7.3 967 257 

0.2

7 

Тагус Алмоурол 
39.47 -8.37 67 490 35 14 671 152 

0.2

3 

Дарлинг Лаут 
-30.53 145.11 489 300 180 19.2 590 8 

0.0

1 
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Указанные бассейны были схематизированы в виде совокупности ячеек регулярной сетки с 

пространственным разрешением по широте и долготе 0.5
о
0.5

о
, соединенных речной сетью. На рис. 2 

приведены примеры подобной схематизации. 

 
Рис.2. Примеры схематизации ряда выбранных речных бассейнов. 

Информационное обеспечение модели SWAP включает в себя (1) необходимую для задания 

верхних граничных условий приземную метеорологическую информацию, (2) параметры подстилающей 

поверхности, (3) гидрологические характеристики для калибровки и проверки модели.  

 Для калибровки и последующей проверки модели суточные значения метеорологических элементов 

за период 1969-2001гг. были взяты из глобальной базы данных WATCH [10], созданной на основе 

гибридизации данных реанализа ERA-40 с месячными значениями наземных измерений из баз данных 

GPCC (Global Precipitation Climatology Center) и университета Восточной Англии CRU (Climatic Research 

Unit) (включающих в себя температуру воздуха, количество дней с осадками, облачность и осадки).

 Для прогностических расчетов использовались суточные метеорологические данные за период с 

2006 по 2099 гг., полученные по пяти моделям общей циркуляции атмосферы и океана (МОЦАО): 

HadGEM2-ES, IPSL-CM5A-LR, MIROC-ESM-CHEM, GFDL-ESM2M и NorESM1-M [7] на основе четырех 

сценариев изменения климата семейства RCP (Representative Concentration Pathways) [8]: RCP2.6, RCP4.5, 

RCP6.0 и RCP8.5, использованных при подготовке 5-го оценочного доклада IPCC (Intergovernmental Panel on 

Climate Change). Числа в аббревиатуре сценариев соответствуют приращению значений приходящей 

радиации (в Вт/м
2
) в 2100 г., вызванного увеличением эмиссии парниковых газов в атмосферу по сравнению 

с доиндустриальным периодом. Большие значения чисел соответствуют более агрессивным антропогенным 

сценариям, обусловленным повышенной эмиссией парниковых газов в атмосферу и слабыми мерами по 

ограничению их выбросов. Кроме того, в работе использовались рассчитанные по МОЦАО значения 

метеорологических элементов для исторического периода (1962–2005 гг.). 

Для повышения качества последующих гидрологических расчетов в рамках ISI-MIP2 [8] была 

проведена постпроцессинговая коррекция значений метеорологических элементов, полученных по пяти 

вышеперечисленным МОЦАО, с целью уменьшения возможных систематических ошибок расчета для 

исторического периода. Коррекция проводилась по соответствующим данным из WATCH для 

исторического (базового) периода Р0 (1962–2005 гг.), на основе которых оптимизировались наиболее 

важные параметры бассейнов.  
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Параметры подстилающей поверхности для каждой расчетной ячейки бассейнов были получены с 

использованием экосистемной базы данных ECOCLIMAP [2] по методике, изложенной в [6]. 

Данные по речному стоку для калибровки и верификации модели были предоставлены 

организаторами ISI-MIP2.  

С целью улучшения качества гидрологических расчетов была осуществлена автоматизированная 

калибровка наиболее важных модельных параметров на основе алгоритма поиска глобального экстремума 

целевой функции SCE-UA [3] с наложением дополнительного условия, что систематическая ошибка расчета 

стока не должна превышать 5%. В качестве целевой функции использовалось среднеквадратическое 

отклонение рассчитанных месячных значений стока от измеренных. Калибровка осуществлялась по 

возможности для 8-летнего периода по месячным значениям измеренного стока [6]. 

Проверка адекватности полученных оптимальных значений параметров осуществлялась для 

периода с 1970 по 2001 гг. и показала вполне удовлетворительное соответствие измеренных и рассчитанных 

климатических значений (осредненных за указанный период) речного стока (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Сопоставление измеренных и рассчитанных климатических значений годового стока 

выбранных рек для исторического периода. 

 Полученные значения оптимальных параметров использовались для расчета стока вышеуказанных 

рек по модели SWAP с использованием рассчитанных по пяти МОЦАО суточных значений 

метеорологических элементов для двух основных периодов: исторического Р0 (1962–2005 гг.) и 

прогностического (2006–2099), который, в свою очередь, при анализе результатов был разделен на три 

части: Р1 (2006–2035 гг.), Р2 (2036–2065 гг.) и Р3 (2066–2099 гг.). Для прогностического периода речной 

сток рассчитывался для четырех вышеуказанных климатических сценариев семейства RCP.  

 Примеры полученных результатов по оценке изменения стока в XXI в. представлена на рис. 4, где 

показана динамика годовых значений речного стока (осредненных по результатам моделирования с 

использованием метеорологических данных, рассчитанных по ансамблю из пяти МОЦАО) для 4-х из 11 

речных бассейнов и четырех климатических сценариев. При этом для периода P0 приведены средние за 

период значения стока, а для последующих (прогностических) лет – значения, осредненные по времени 

методом скользящего среднего с периодом осреднения в 30 лет, т.е. результаты на рис. 4 представляют 
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динамику климатического стока. Кроме того, здесь же показана неопределенность оценки стока, 

обусловленная разбросом результатов моделирования различных МОЦАО и рассчитанная как 

среднеквадратическая ошибка ансамблевого среднего. 

 
Рис. 4. Примеры динамики климатических изменений стока в XXI в. для части выбранных в работе 

рек. Жирной линией показаны результаты мультимодельных климатических изменений, тонкими линиями –  

среднеквадратическая ошибка ансамблевого среднего. 

 

Полученные в работе результаты подтвердили очевидный вывод, что более агрессивные сценарии 

приводят к большим изменениям речного стока с выбранных бассейнов, причем как в положительную, так и 

в отрицательную сторону (для разных бассейнов). Что касается относительной ошибки климатического 

стока (равной абсолютному значению ошибки, деленному на среднее значение стока), то указанная ошибка 

оказывается наибольшей для рек Дарлинг и Тагус. Следует отметить, что, согласно [6], бассейны этих рек 

характеризуются и наибольшей естественной неопределенностью стока, обусловленной погодным шумом. 

Для северных рек – Лены и Маккензи, наоборот, указанная ошибка имеет наименьшее значение, что 

соответствует наименьшим значениям естественной неопределенности стока этих рек [6]. По-видимому, для 

бассейнов с наибольшей амплитудой погодного шума наиболее велик и разброс динамики 

метеорологических элементов, полученных на основе расчетов с использованием различных МОЦАО, в 

свою очередь, приводящий и к большему разбросу рассчитанных на их основе значений речного стока. 

 Что касается значений изменения стока R, то они, естественно, различны (как по величине, так и 

по знаку) для бассейнов, находящихся в различных регионах планеты из-за различий в природных условиях 

бассейнов, прежде всего, климатических. Мы попробовали обобщить полученные результаты на основе 

понятия климатической эластичности стока. Понятие климатической эластичности, введенное Фу [4], 

используется для определения реакции какой-либо характеристики, например, стока на изменения климата. 

Например, эластичность речного стока к изменению осадков, равная 2.2, означает, что изменение годового 

количества осадков на 10% приведет к изменению годового стока на 10%  2.2 = 22%. Для оценки значений 

эластичности стока к изменению температуры (εT) и осадков (εP) для каждого рассмотренного в работе 

речного бассейна использовалось приведенное в [5] выражение:  

0/0/0/ PPTTRR PT       ,                                  (1) 

где R0, T0 и P0 – соответственно климатические значения годового речного стока с бассейна, приземной 

среднегодовой температуры воздуха и годовых осадков для исторического периода, а R, T и P – 

изменения указанных характеристик (здесь осадки и сток в мм/год, температура воздуха в К). 

На основе полученных значений климатических эластичностей для выбранных бассейнов было 

проведено их картирование с помощью метода  кригинга в фазовых координатах значений T0 и Р0. Рисунок 
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5 иллюстрирует распределение в фазовом пространстве переменных T0 и Р0 климатических эластичностей 

речного стока к изменению температуры (εT) и осадков (εP). При этом видно, что значения εT имеют 

отрицательные значения, поскольку прирост температуры увеличивает испарение, приводя к уменьшению 

стока, а значения εP – положительны, в силу того, что приращение осадков увеличивает сток.  

Приведенные на рис. 5 значения климатических эластичностей дают возможность при наличии 

данных о прогнозах изменения среднегодовой температуры воздуха и годовых сумм осадков для того или 

иного речного бассейна прогнозировать в первом приближении изменение климатического годового 

речного  стока.  

 
Рис. 5. Климатические эластичности речного стока по отношению к изменениям осредненных по 

бассейнам среднегодовых приземных температур воздуха (а) и годовых сумм осадков (б) (на рисунке 

эластичности показаны изолиниями). 
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